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НЕГА-Q˜-ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ
С. О. СЕРБЕНЮК
Анотацiя. У данiй статтi побудовано нега-Q˜-представлення дiйсних чисел, яке є
узагальненням представлення чисел знакопочережними рядами Кантора. Для мо-
делювання нега-Q˜-представлення використовується аналiтичний та геометричний
пiдходи. Недолiки та переваги кожного iз способiв дослiджено, шукане представле-
ння змодельовано.
Abstract. The article is devoted to modeling of the nega-Q˜-representation of real
numbers. The representation is generalization of representation by alternating Cantor
series. Analytic and geometric approach are used for modeling of nega-Q˜-representation.
Advantages and disadvantages of these approaches are investigated, the representation
is modeled.
1. Вступ
Нехай заданою є матриця Q˜ = ||qi,j||, де i = 0, mj,mj ∈ N
0
∞
= N∪{0,∞}, j = 1, 2, ...,
для якої справедливою є наступна система властивостей:

1◦. qi,j > 0;
2◦. ∀j ∈ N :
mj∑
i=0
qi,j = 1;
3◦.∀(ij), ij ∈ N ∪ {0} :
∞∏
j=1
qij ,j = 0.
(1)
Лема 1 ([3, с. 88]). Для будь-якого x ∈ [0; 1) iснує послiдовнiсть (ik(x)), ik(x) ∈ N0mk ≡
≡ {0, 1, ..., mk}, така, що
x = ai1(x),1 +
∞∑
k=2
[
aik(x),k
k−1∏
j=1
qij(x),j
]
, (2)
де
aik ,k =
{∑ik−1
i=0 qi,k, якщо ik 6= 0,
0, якщо ik = 0.
Означення 1. Подання числа x ∈ [0; 1) у виглядi розкладу (2) називають [3, с. 89] Q˜ -
представленням (або Q˜-розкладом) числа x ∈ [0; 1) i позначають x = ∆Q˜
i1(x)i2(x)...ik(x)...
.
Останнiй запис називають Q˜-зображенням числа x.
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Q˜-представлення дiйсних чисел, очевидно, є узагальненням представлення дiйсних
чисел знакододатними рядами Кантора [5, 4, 8]
ε1
d1
+
ε2
d1d2
+ ... +
εn
d1d2...dn
+ ...,
де (dn) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел dn, бiльших 1, (Adn) — послi-
довнiсть алфавiтiв Adn ≡ {0, 1, ..., dn − 1}, εn ∈ Adn . Останнi ряди, в свою чергу, є
узагальненням класичного s-го представлення
∞∑
n=1
αn
sn
, αn ∈ A ≡ {0, 1, ..., s− 1},
де 1 < s — фiксоване натуральне число.
З метою побудови нових об’єктiв теорiй неперервних нiде недиференцiйовних фун-
кцiй, сингулярних функцiй, теорiї ймовiрностей та фрактального аналiзу змоделюємо
представлення, яке є узагальненням нега-s-го представлення
∞∑
n=1
αn
(−s)n
≡ ∆−sα1α2...αn..., αn ∈ A,
та представлення дiйсних чисел знакопочережним рядом Кантора (нега-D-представлення) [9,
6]
∞∑
n=1
(−1)nεn
d1d2...dn
≡ ∆−Dε1ε2...εn..., εn ∈ Adn ,
та дослiдимо основнi властивостi як системи числення побудованого представлення.
Отож, нехай маємо слiдуючi розклади дiйсних чисел
− ai1,1 +
∞∑
n=2
[
(−1)nain,n
n−1∏
j=1
qij ,j
]
(3)
та
i1−1∑
i=0
qi,1 +
∞∑
n=2
[
(−1)n−1δ˜in,n
n−1∏
j=1
q˜ij ,j
]
+
∞∑
n=1
(
2n−1∏
j=1
q˜ij ,j
)
, (4)
де
q˜in,n =
{
qin,n, якщо n — непарне;
qmn−in,n, якщо n — парне,
δ˜in,n =


0, якщо in = 0 та n — непарне;∑in−1
i=0 qi,n, якщо in 6= 0 та n — непарне;∑mn
i=mn−in
qi,n, якщо n — парне.
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2. Дослiдження ряду (3) як системи числення
Ряд (3) можна побудувати, використовуючи аналiтичний пiдхiд до побудови
системи числення. Суть аналiтичного пiдходу до побудови знакопочережного Q˜-
представлення дiйсних чисел полягає в тому, що якщо основою нега-s-го представле-
ння є фiксоване число (−s), де 1 < s ∈ N, та за основу знакопочережного канторiв-
ського представлення приймається фiксована послiдовнiсть (−dn), де 1 < dn ∈ N, то
знакопочережне Q˜-представлення можна побудувати, прийнявши за основу системи
числення (представлення дiйсних чисел) фiксовану матрицю (−1) · Q˜ = (−1) · ||qi,j||,
i = 0, mj , mj ∈ N ∪ {0,∞}, j=1,2,..., для елементiв |qij ,j | якої справедливою є система
умов (1). Отже, розглянемо суму
∞∑
n=1
[(
in−1∑
i=0
(−qi,n)
)
n−1∏
j=1
(−qij ,j)
]
= −ai1,1 +
∞∑
n=2
[
(−1)nain,n
n−1∏
j=1
qij ,j
]
.
Очевидно, що останнiй знакопочережний ряд є абсолютно збiжним, причому його
сума належить вiдрiзку [t
′
0; t
′′
0 ], де
t
′
0 = −am1,1 +
∞∑
n=2
[
(−1)na˜mn,n
n−1∏
j=1
q˜mj ,j
]
= −1 +
∞∑
n=1
(
(−1)n−1
n∏
j=1
q˜mj ,j
)
,
t
′′
0 =
∞∑
n=2
[
(−1)na˜0,n
n−1∏
j=1
q˜0,j
]
=
∞∑
n=1
(
(−1)n−1
n∏
j=1
q˜0,j
)
,
a˜in,n =
{
ain,n, якщо n — непарне;
amn−in,n, якщо n — парне.
t
′′
0 − t
′
0 = am1,1 + am2,2q0,1 + am3,3qm1,1q0,2 + am4,4q0,1qm2,2q0,3 + am5,5qm1,1q0,2qm3,3q0,4 + ....
Факт представлення числа x у виглядi розкладу (3) позначатимемо ∆
(−Q˜)
i1i2...in...
.
Очевидно, при qi,j =
1
s
для всiх j ∈ N, i = 0, s− 1, ряд (3) набуває виду нега-s-го
представлення [
−
s
s+ 1
;
1
s+ 1
]
∋ x = ∆−sα1α2...αn... ≡
∞∑
n=1
(−1)nαn
sn
,
а у випадку qi,j =
1
dj
для будь-якого j ∈ N, i = 0, dj − 1, — знакопочережного ряду
Кантора (нега-D-представлення)[
−
∞∑
k=1
d2k−1 − 1
d1d2...d2k−1
;
∞∑
k=1
d2k − 1
d1d2...d2k
]
∋ x = ∆−Dε1ε2...εn... ≡
∞∑
n=1
(−1)nεn
d1d2...dn
.
Введемо допомiжне для подальшого дослiдження представлення дiйсних чисел
рядом (3) поняття цилiндричної множини.
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Означення 2. Цилiндричною множиною (або цилiндром) ∆(−Q˜)c1c2...cn рангу n з основою
c1c2...cn називається множина виду
∆(−Q˜)c1c2...cn ≡
{
x : x = ∆
(−Q˜)
c1c2...cnin+1in+2...in+k...
, x ∈ [t
′
0; t
′′
0 ]
}
,
де c1, ..., cn — фiксованi числа, in+k ∈ N
0
mn+k
, k = 1, 2, ....
Дослiдимо, чи можна вважати ряд (3) системою числення та проведемо короткий
порiвняльний аналiз даного розкладу дiйсних чисел i згаданих вище знакопочере-
жних представлень.
(1) Основне метричне вiдношення. В нега-s-му, нега-канторiвському представле-
ннях для вiдповiдних цилiндрiв ∆−sc1c2...cn, ∆
−D
c1c2...cn
рангу n з основою c1c2...cn
справедливими є наступнi спiввiдношення:
• для довiльного n ∈ N
|∆−sc1c2...cn| =
1
sn
ϕˆn(∆s(s−1)) =
1
sn
ϕˆn
(∣∣∣∣sup
x
∆−sα1α2...αn... − infx
∆−sα1α2...αn...
∣∣∣∣
)
=
=
1
sn
∣∣∣∣ϕˆn
(
sup
x
∆−sα1α2...αn...
)
− ϕˆn
(
inf
x
∆−sα1α2...αn...
)∣∣∣∣ = 1sn
∣∣∣ϕˆn (∆−s(0[s−1]))− ϕˆn (∆−s([s−1]0))∣∣∣ ,
де ϕˆ — оператор зсуву цифр.
Таким чином,∣∣∣∣ϕˆn
(
sup
x
∆−sα1α2...αn...
)
− ϕˆn
(
inf
x
∆−sα1α2...αn...
)∣∣∣∣ = ϕˆn
(
sup
x
∆−sα1α2...αn... − infx
∆−sα1α2...αn...
)
= const =
= sup
x
∆−sα1α2...αn... − infx
∆−sα1α2...αn....
• для кожного n ∈ N
|∆−Dc1c2...cn| =
1
d1d2...dn
ϕˆn(∆D[d1−1][d2−1]...[dn−1]...) =
1
d1d2...dn
ϕˆn
(∣∣∣∣sup
x
∆−Dε1ε2...εn... − infx
∆−Dε1ε2...εn...
∣∣∣∣
)
=
=
1
d1d2...dn
∣∣∣∣ϕˆn
(
sup
x
∆−Dε1ε2...εn...
)
− ϕˆn
(
inf
x
∆−Dε1ε2...εn...
)∣∣∣∣ =
=
1
d1d2...dn
∣∣∣ϕˆn (∆−D0[d2−1]0[d4−1]...0[d2k−1]...
)
− ϕˆn
(
∆−D[d1−1]0[d3−1]0...[d2k−1−1]0...
)∣∣∣ ,
де k = 1, 2, ..., ϕˆ — оператор зсуву цифр вiдповiдного представлення.
Отже,
ϕˆn
(
sup
x
∆−Dε1ε2...εn... − infx
∆−Dε1ε2...εn...
)
=
∣∣∣∣ϕˆn
(
sup
x
∆−Dε1ε2...εn...
)
− ϕˆn
(
inf
x
∆−Dε1ε2...εn...
)∣∣∣∣ = const =
= sup
x
∆−Dε1ε2...εn... − infx
∆−Dε1ε2...εn....
Розглянемо розклад (3).
Позначатимемо символом d(·) дiаметр множини. Розглянемо випадок, коли
n = 1. В такому разi
d
(
∆(−Q˜)c1
)
= ∆
(−Q˜)
c1m20m4...0m2k...
−∆
(−Q˜)
c10m30m5...0m2k−1...
=
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= qc1,1
(
am2,2 +
∞∑
k=3
[
a˜0,k
k−1∏
j=2
q˜0,j
]
+
∞∑
k=3
[
a˜mk,k
k−1∏
j=2
q˜mj ,j
])
=
= qc1,1
(
t
′′
0
q0,1
−
t
′
0 + am1,1
qm1,1
)
=
qm1,1t
′′
0 − q0,1t
′
0 − am1,1q0,1
q0,1qm1,1
qc1,1 = qc1,1(t
′′
0 − t
′
0),
якщо справедливою є умова
t
′′
0 =
q0,1(1− qm1,1)
qm1,1(1− q0,1)
(1 + t
′
0).
Очевидно, остання умова справджується не у всiх випадках залежно вiд ма-
трицi Q˜. Наприклад, розглянемо випадок, коли для всiх натуральних значень
n справедливо mn < ∞ та для всiх n > 1 q0,n = const = q0, qmn = const = qm,
q0 6= qm, q0,1 = q1, qm1,1 = q2, q1 6= q2. Тодi
t
′
0 = ∆
(−Q˜)
m10m30m5... ≡ −
(
1− q2 + q2
∞∑
k=1
(
(1− qm)q
k
0q
k−1
m
))
= q2
(
1−
(1− qm)q0
1− q0qm
)
− 1,
t
′′
0 = ∆
(−Q˜)
0m20m40m6...
≡ q1
(
∞∑
k=1
(1− qm)q
k−1
0 q
k−1
m
)
=
1− qm
1− q0qm
q1.
Отож,
q0,1(1− qm1,1)
qm1,1(1− q0,1)
(1 + t
′
0) =
q1(1− q2)
q2(1− q1)
q2
(
1−
(1− qm)q0
1− q0qm
)
=
q1(1− q2)(1− q0)
(1− q1)(1− q0qm)
= t
′′
0 ,
якщо
1− qm
1− q0
=
1− q2
1− q1
.
Цiлком очевидно, що останнє спiввiдношення справедливе не завжди.
Тобто, метричне вiдношення
d
(
∆
(−Q˜)
c1c2...ckc
)
d
(
∆
(−Q˜)
c1c2...ck
) ,
де k = 0, 1, 2, 3, ..., при k = 0 цилiндричною множиною вважатимемо вiдрi-
зок [t
′
0; t
′′
0 ], залежно вiд матрицi Q˜ не завжди дорiвнює qc,k+1. В загальному
випадку
d
(
∆
(−Q˜)
c1c2...ckc
)
d
(
∆
(−Q˜)
c1c2...ck
) = qc,k+1amk+2,k+2 +
∑
∞
t=k+3
[
a˜mt,t
∏t−1
r=k+2 q˜mr ,r
]
+
∑
∞
t=k+3
[
a˜0,t
∏t−1
r=k+2 q˜0,r
]
amk+1,k+1 +
∑
∞
t=k+2
[
a˜mt,t
∏t−1
r=k+1 q˜mr ,r
]
+
∑
∞
t=k+2
[
a˜0,t
∏t−1
r=k+1 q˜0,r
] .
(2) Представлення чисел, що мають два рiзних зображення. Виявляється [9],
лише числа iз злiченної множини можуть мати два рiзних нега-D-зображення.
Аналогiчна властивiсть справедлива i для нега-s-го зображення. Зокрема,
∆−s
α1α2...αn−1αn([s−1]0)
= ∆−s
α1α2...αn−1[αn−1](0[s−1])
, αn 6= 0,
∆−D
ε1ε2...εn−1εn[dn+1−1]0[dn+3−1]0[dn+5−1]...
= ∆−D
ε1ε2...εn−1[εn−1]0[dn+2−1]0[dn+4−1]0[dn+6−1]...
, εn 6= 0.
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Для ряду (3) справедливим є наступне твердження.
Лема 2. Якщо
∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1cnmn+10mn+30mn+5... = ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[cn−1]0mn+20mn+40mn+6...
, cn 6= 0,
тодi при парному n справедливою є наступна рiвнiсть
t
′′
0 −
∑n−2
k=2
[
a˜0,k
∏k−1
j=1 q˜0,j
]
−
∏n−1
j=1 q˜0,j
t
′
0 + am1,1 +
∑n−1
k=2
[
a˜mk ,k
∏k−1
j=1 q˜mj ,j
] = qcn,n
∏n
j=1 q˜0,j
qcn−1,n
∏n
j=1 q˜mj ,j
та
t
′′
0 −
∑n−1
k=2
[
a˜0,k
∏k−1
j=1 q˜0,j
]
t
′
0 + am1,1 +
∑n−2
k=2
[
a˜mk,k
∏k−1
j=1 q˜mj ,j
]
+
∏n−1
j=1 q˜mj ,j
=
qcn−1,n
∏n
j=1 q˜0,j
qcn,n
∏n
j=1 q˜mj ,j
при непарному n.
Доведення. Нехай
x1 = ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1cnmn+10mn+30mn+5..., ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[cn−1]0mn+20mn+40mn+6...
= x2, cn 6= 0.
Якщо n — парне число, тодi
x1 = −ac1,1 +
n−1∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+ (−1)n
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)
×
×
(
acn,n − qcn,n
(
amn+1,n+1 +
∞∑
k=2
[
amn+2k−1,n+2k−1
n+2k−2∏
j=n+1
q˜mj ,j
]))
=
= −ac1,1 +
n−1∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)
×
×
(
acn,n + qcn,n
(
t
′
0 + am1,1 +
n−1∑
k=2
[
a˜mk ,k
k−1∏
j=n+1
q˜mj ,j
])
n∏
j=1
(q˜mj ,j)
−1
)
.
x2 = −ac1,1 +
n−1∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+ (−1)n
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)
×
×
(
acn−1,n + qcn−1,n
∞∑
k=1
[
amn+2k ,n+2k
n+2k−1∏
j=n+1
q˜0,j
])
=
= −ac1,1 +
n−1∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)
×
×
(
acn−1,n + qcn−1,n
(
t
′′
0 −
n∑
k=2
[
a˜0,k
k−1∏
j=n+1
q˜0,j
])
n∏
j=1
(q˜0,j)
−1
)
.
З умови x1 = x2 й слiдує перша рiвнiсть в умовi леми.
Нехай n — непарне число. Тодi при умовi, що x1 = x2 отримаємо
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−qcn−1,n + qcn,n
(
t
′′
0 −
n−1∑
k=2
[
a˜0,k
k−1∏
j=1
q˜0,j
])
n∏
j=1
(q˜0,j)
−1 =
= qcn−1,n
(
t
′
0 + am1,1 +
n∑
k=2
[
a˜mk,k
k−1∏
j=1
q˜mj ,j
])
n∏
j=1
(q˜mj ,j)
−1,
звiдки й слiдує друга рiвнiсть в умовi леми. 
Додатково розглянемо ще деякi властивостi цилiндрiв ∆
(−Q˜)
c1c2...cn рангу n з
основою c1c2...cn.
Лема 3. Цилiндр ∆(−Q˜)c1c2...cn є вiдрiзком.
Доведення. Доведення проведемо для парного n. Нехай x ∈ ∆
(−Q˜)
c1c2...cn. Тобто,
x = −ac1,1+
n∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+
(
n∏
j=1
qcj ,j
)(
−ain+1,n+1 +
∞∑
l=n+2
[
(−1)lail,l
l−1∏
r=n+1
qir,r
])
.
Звiдси,
x
′
= −ac1,1+
n∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
−
(
n∏
j=1
qcj ,j
)(
amn+1,n+1 +
∞∑
t=2
[
a˜mn+t,n+t
n+t−1∏
r=n+1
q˜mr ,r
])
≤
≤ x ≤ −ac1,1 +
n∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+
(
n∏
j=1
qcj ,j
)
∞∑
t=2
[
a˜0,n+t
n+t−1∏
r=n+1
q˜0,r
]
= x
′′
.
Отже, x ∈ [x
′
; x
′′
] ⊇ ∆
(−Q˜)
c1c2...cn.
Оскiльки
x
′
= −ac1,1+
n∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+
(
n∏
j=1
qcj ,j
)
inf
{
−ain+1,n+1 +
∞∑
l=n+2
[
(−1)lail,l
l−1∏
r=n+1
qir ,r
]}
,
x
′′
= −ac1,1+
n∑
k=2
[
(−1)kack,k
k−1∏
j=1
qcj ,j
]
+
(
n∏
j=1
qcj ,j
)
sup
{
−ain+1,n+1 +
∞∑
l=n+2
[
(−1)lail,l
l−1∏
r=n+1
qir ,r
]}
,
то x
′
, x
′′
, x належать ∆
(−Q˜)
c1c2...cn. 
(3) Розташування цилiндрiв однакового рангу. Оскiльки у згаданих вище нега-s-
му та нега-D-представленнi цилiндричнi множини є вiдрiзками, що розташо-
ванi ”злiва направо” при парному n та ” справа налiво”, якщо n — непарне, то
”щось подiбне” мало б справджуватися i для рядiв (3).
Розглянемо необхiднi для подальшого дослiдження розташування цилiндрiв
∆
(−Q˜)
c1c2...cn спiввiдношення.
Нехай n — деяке фiксоване натуральне число. Якщо цилiндри ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c,
∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
перекриваються i розташованi:
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• ”злiва направо”, то
κ1 = sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c
− inf ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
> 0;
• ”справа налiво”, то
κ2 = sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
− inf ∆(−Q˜)c1c2...cn−1c > 0.
Причому, у першому випадку
κ1 < κ2 = |∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c
|+ |∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
| − |∆(−Q˜)c1c2...cn−1c ∩∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
| = W.
У другому ж випадку κ2 < κ1 = W .
Якщо ж цилiндри ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c, ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
не перекриваються i розташо-
ванi:
• ”злiва направо”, то
ν1 = inf ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
− sup∆(−Q˜)c1c2...cn−1c = −κ1 > 0;
• ”справа налiво”, то
ν2 = inf ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c
− sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
= −κ2 > 0.
Проте, в такому разi у першому випадку
ν1 > ν2 = V = −|∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c
| − |∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
| −̟,
де ̟ — мiра Лебега спiльного сумiжного з цилiдрами ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c, ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
iнтервала. У другому випадку V = ν1 < ν2.
Перевiримо, якi ж iз наведених вище спiввiдношень є справедливими. Отже,
нехай n — парне. Розглянемо рiзницю
κ1 ≡ sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c
− inf ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
=
= ac,n
n−1∏
j=1
qcj ,j + qc,n
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)(
a0,n+1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜0,t
t−1∏
r=n+1
q˜0,r
])
−
−ac+1,n
n−1∏
j=1
qcj ,j+qc+1,n
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)(
amn+1,n+1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜mt,t
t−1∏
r=n+1
q˜mr ,r
])
=
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)
×
×
(
qc+1,n
(
amn+1,n+1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜mt,t
t−1∏
r=n+1
q˜mr ,r
])
+ qc,n
(
−1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜0,t
t−1∏
r=n+1
q˜0,r
]))
.
Позначивши
ω1 = amn+1,n+1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜mt,t
t−1∏
r=n+1
q˜mr ,r
]
,
ω2 =
∞∑
t=n+2
[
a˜0,t
t−1∏
r=n+1
q˜0,r
]
,
отримаємо
κ1 = (qc+1,nω1 − qc,n + qc,nω2)qc1,1qc2,2...qcn−1,n−1.
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Таким чином, справедливими є подвiйна нерiвнiсть
−qc,n <
κ1
qc1,1qc2,2...qcn−1,n−1
≤ −qc,n +max{qc,n, qc+1,n},
та умови
κ1 < 0, якщо qc+1,nω1 < (1− ω2)qc,n;
κ1 = 0, якщо qc+1,nω1 = (1− ω2)qc,n;
κ1 ≥ 0, якщо qc+1,nω1 ≥ (1− ω2)qc,n.
Крiм того
κ2 = sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
− inf ∆(−Q˜)c1c2...cn−1c = (qc,n + qc+1,nω2 + qc,nω1)
n−1∏
j=1
qcj ,j > 0,
κ2 − κ1
qc1,1qc2,2...qcn−1,n−1
= (2− ω2)qc,n + (qc,n − qc+1,n)ω1 + qc+1,nω2 =
= (2− ω2)qc,n − (ω1 − ω2)qc+1,n + qc,nω1 > 0,
де ω1 > ω2.
Отже, у випадку парного n цилiндри розташованi ”злiва направо”, але за-
лежно вiд матрицi Q˜ сумiжнi цилiндри ∆
(−Q˜)
c1c2...cn можуть або перекриватися,
або не перекриватися, або перетинатися в однiй точцi.
Аналогiчно, якщо n — непарне число, тодi
κ2 ≡ sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
− inf ∆(−Q˜)c1c2...cn−1c = −qc,n
n−1∏
j=1
qcj ,j+
+qc+1,n
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)(
amn+1,n+1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜0,t
t−1∏
r=n+1
q˜0,r
])
+
+qc,n
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)(
∞∑
t=n+2
[
a˜mt,t
t−1∏
r=n+1
q˜mr ,r
])
.
Позначивши
ω1 = amn+1,n+1 +
∞∑
t=n+2
[
a˜0,t
t−1∏
r=n+1
q˜0,r
]
ω2 =
∞∑
t=n+2
[
a˜mt,t
t−1∏
r=n+1
q˜mr ,r
]
отримаємо
κ2 = (−qc,n + qc+1,nω1 + qc,nω2)qc1,1qc2,2...qcn−1,n−1.
Отже,
−qc,n <
κ2
qc1,1qc2,2...qcn−1,n−1
≤ −qc,n +max{qc,n, qc+1,n}.
Причому,
κ2 < 0, якщо qc+1,nω1 < (1− ω2)qc,n;
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κ2 = 0, якщо qc+1,nω1 = (1− ω2)qc,n;
κ2 ≥ 0, якщо qc+1,nω1 ≥ (1− ω2)qc,n.
Оскiльки
κ1 ≡ sup∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1c
− inf ∆
(−Q˜)
c1c2...cn−1[c+1]
=
= (qc,n + qc,nω1 + qc+1,nω2)
(
n−1∏
j=1
qcj ,j
)
> 0
та
κ1 − κ2
qc1,1qc2,2...qcn−1,n−1
= (2− ω2)qc,n + (qc,n − qc+1,n)ω1 + qc+1,nω2 > 0,
то у випадку непарного n цилiндри розташованi ”справа налiво”, але залежно
вiд матрицi Q˜ сумiжнi цилiндри ∆
(−Q˜)
c1c2...cn можуть або перекриватися, або не
перекриватися, або перетинатися в однiй точцi.
Iз наведених вище мiркувань слiдує наступне твердження.
Теорема 1. Для довiльного числа x ∈ [t
′
0; t
′′
0 ] iснує послiдовнiсть (ik), ik ∈ N
0
mk
≡ {0, 1, ..., mk},
така, що
x = −ai1,1 +
∞∑
k=2
[
(−1)kaik,k
k−1∏
j=1
qij ,j
]
,
якщо для всiх k ∈ N справедливою є наступна система умов

qc+1,2k
(
am2k+1,2k+1 +
∞∑
t=2
[
a˜m2k+t,2k+t
2k+t−1∏
r=2k+1
q˜mr ,r
])
≥ qc,2k
(
1−
∞∑
t=2
[
a˜0,2k+t
2k+t−1∏
r=2k+1
q˜0,r
])
;
qc+1,2k−1
(
am2k ,2k +
∞∑
t=2
[
a˜0,2k+t−1
2k+t−2∏
r=2k
q˜0,r
])
≥ qc,2k−1
(
1−
∞∑
t=2
[
a˜m2k+t−1,2k+t−1
2k+t−2∏
r=2k
q˜mr ,r
])
.
3. Побудова та дослiдження ряду (4)
Нехай маємо деяку матрицю Q˜
′
= ||q˜i,j|| (i = 0, mj, mj ∈ N ∪ {0,∞}, j = 1, 2, ...),
яка має тi ж самi властивостi, що й матриця Q˜.
Розiб’ємо [0; 1] точками a˜0,1, a˜1,1, ..., a˜m1,1 на вiдрiзки, якi, слiдуючи ”злiва направо”,
позначимо вiдповiдно ∆−Q˜0 ,∆
−Q˜
1 , ..., i назвемо їх вiдрiзками першого рангу. Очевидно,
що |∆−Q˜i1 | = q˜i1,1. Кожен з вiдрiзкiв першого рангу ∆
−Q˜
i1
, слiдуючи ”справа налiво”,
розiб’ємо (точками a˜i1+1,1, a˜0,2, a˜1,2, ...) на вiдрiзки другого рангу ∆
−Q˜
i1i
, де i = 0, m2,
таким чином, що |∆−Q˜i1i | = q˜i1,1q˜i,2 i т. д.. Кожен вiдрiзок (2k − 1)-го рангу ∆
−Q˜
i1i2...i2k−1
,
слiдуючи ”справа налiво”, розiб’ємо на вiдрiзки 2k-го рангу ∆−Q˜i1i2...i2k−1i, де i = 0, m2k,
так, що
|∆−Q˜i1i2...i2k−1i| = q˜i,2k
2k−1∏
j=1
q˜ij ,j,
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а кожний вiдрiзок 2k-го рангу ∆−Q˜i1i2...i2k−1i2k , слiдуючи ”злiва направо”, розiб’ємо на
вiдрiзки (2k + 1)-го рангу ∆−Q˜i1i2...i2ki, i = 0, m2k+1, так, що
|∆−Q˜i1i2...i2ki| = q˜i,2k+1
2k∏
j=1
q˜ij ,j,
i т. д. В результатi отримаємо систему вiдрiзкiв рiзних рангiв, якi володiють власти-
востями:
(1) ∆−Q˜i1i2...iki ⊂ ∆
−Q˜
i1i2...ik
для всiх i ∈ N0mk+1 ;
(2)
|∆−Q˜i1i2...ik | =
k∏
j=1
q˜ij ,j → 0 (k →∞).
Тому за аксiомою Кантора кожна послiдовнiсть (ik), ik ∈ N
0
mk
, а разом з нею i
послiдовнiсть вiдрiзкiв (∆−Q˜i1i2...ik) визначає єдину точку x ∈ [0; 1), яку позначатимемо
∆−Q˜i1i2...ik.... I навпаки, для кожної точки x ∈ [0; 1) iснують вiдрiзки ∆
−Q˜
i1(x)
, ∆−Q˜
i1(x)i2(x)
, ...,
∆−Q˜
i1(x)i2(x)...ik(x)
, ..., якi мiстять x та
x =
∞⋂
k=1
∆−Q˜
i1(x)i2(x)...ik(x)
= ∆−Q˜
i1(x)i2(x)...ik(x)...
.
Накладемо умови, щоб Q˜
′
= Q˜. Тобто,
q˜ij ,j =
{
qij ,j, якщо j — непарне;
qmj−ij ,j, якщо j — парне.
Рiвнiсть x = ∆−Q˜
i1(x)i2(x)...ik(x)...
називатимемо нега-Q˜-зображенням числа x.
Якщо x = ∆−Q˜
i1(x)i2(x)...ik(x)...
, то iснує рiвно i1 вiдрiзкiв 1-го рангу, якi лежать лiвiше
точки x; m2 − i2 вiдрiзкiв 2-го рангу, якi належать ∆
−Q˜
i1(x)
i лежать лiвiше x; i2k−1
вiдрiзкiв (2k − 1)-го рангу, якi належать ∆−Q˜
i1(x)i2(x)...i2k−2(x)
, лежать лiвiше x i мають
сумарну довжину
ai2k−1,2k−1
2k−2∏
j=1
q˜ij ,j;
m2k−i2k вiдрiзкiв 2k-го рангу, якi належать ∆
−Q˜
i1(x)i2(x)...i2k−1(x)
, лежать лiвiше x i мають
сумарну довжину
am2k−i2k ,2k
2k−1∏
j=1
q˜ij ,j,
i т. д. Тому для будь-якого x ∈ [0; 1) iснує послiдовнiсть (ik(x)), ik(x) ∈ N
0
mk
, така, що
x = ai1(x),1 +
∞∑
k=2
[
a˜ik(x),k
k−1∏
j=1
q˜ij(x),j
]
. (5)
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Зауваження 1. Варто зазначити, що розклад (5) є узагальненням взаємозв’язку зга-
даних вище знакопочережних представлень iз вiдповiдними знакододатними пред-
ставленнями. Тобто,
• якщо qij ,j =
1
s
, 1 < s — фiксоване натуральне число, i = 0, s− 1, j = 1, 2, ...,
тодi ряд (5) набуде виду
α1
s
+
s− 1− α2
s2
+ ...+
α2k−1
s2k−1
+
s− 1− α2k
s2k
+ ... ≡
1
s+ 1
−
∞∑
k=1
(−1)kαk
sk
;
• якщо qij ,j =
1
dj
, (dj) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1,
i = 0, dj − 1, j = 1, 2, ..., тодi ряд (5) набуде виду
ε1
d1
+
d2 − 1− ε2
d1d2
+
ε3
d1d2d3
+
d4 − 1− ε4
d1d2d3d4
+ ... ≡
∞∑
k=1
d2k − 1
d1d2...d2k
−
∞∑
k=1
(−1)kεk
d1d2...dk
.
Таким чином,
∆−Q˜i1i2...ik... ≡ ∆
Q˜
i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k ]...
i навпаки
∆Q˜i1i2...ik... ≡ ∆
−Q˜
i1[m2−i2]...i2k−1[m2k−i2k]...
.
Оскiльки
am2k−i2k ,2k = q0,2k + q1,2k + ...+ qm2k−i2k−1,2k = 1− qm2k−i2k,2k − qm2k−i2k+1,2k − ...− qm2k ,2k,
то
∆−Q˜i1i2...ik... ≡
i1−1∑
i=0
qi,1 +
∞∑
k=2
[
(−1)k−1δ˜ik ,k
k−1∏
j=1
q˜ij ,j
]
+
∞∑
k=1
(
2k−1∏
j=1
q˜ij ,j
)
.
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